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1 Einleitung

1.1 Definition

Die Kettenlinie (auch Katenoide oder englisch catenary aus dem Lateinischen catena =
Kette) ist eine mathematische Kurve, die den Durchhang einer an zwei Enden aufge-
héngten Kette unter Einfluss der Schwerkraft beschreibt.

1.2 Geschichte

Das Problem der Kettenlinie, einer an zwei Enden aufgehingten Kette, wurde erstmals
von GALILEO GALILEI (1564 bis 1642) untersucht.

Er glaubte, dass die Kettenlinie der Parabel nicht nur in der Form, sondern auch
inhaltlich &hnlich (Inicht gleich) sei, da sie wie die Wurfparabel von zwei Kréften be-
einflusst wird, der Schwerkraft und der Spann- bzw. der Horizontalkraft (im Vergleich
zur Schwerkraft und der vorantreibenden Kraft). Der deutsche Mathematiker, Physi-
ker und Philosoph JoAcHIM JUNGIUS (1587 bis 1657) zeigt in seiner 1639 erschienenen
,JGeometria empyrica®, dass es sich bei der Kurve nicht um eine Parabel handelt.
Auch CHRISTIAN HUYGENS (1629 bis 1695) zeigte 1646, dass die Kettenlinie keine
Parabel sein konne, fiir die Herleitung fehlten ihm jedoch noch Kenntnisse der erst
kurz zuvor von Leibniz entdeckten Infinitesimalrechnung. Also schrieb er einen Brief
an Leibniz mit dem Vorschlag, er konne doch seine neue Entdeckung gleich am Bei-
spiel der Kettenlinie demonstrieren. GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ nahm auch diese
Herausforderung an und leitete im Jahre 1690 die exakte Beschreibung der Kettenlinie
mit Hilfe ihrer physikalischen Gegebenheiten her. Da aber zu dieser Zeit “Quelllcode-
Klau“ gang und gébe war und er sich der Richtigkeit seiner Losung nicht sicher war,
hielt Leibniz seine Herleitung zuriick und rief zu einem Wettbewerb aus, bei dem es
darum ging, eine Herleitung der Kettenlinie zu finden. Die einzigen Einsendungen, die
er bekam, waren von JOHANN BERNOULLI und Huygens, die ebenfalls eine vollstindige
mathematisch richtige Losung gefunden hatten.

Im Juni des folgenden Jahres wurden die drei voneinander unabhéngig gefundenen rich-
tige Losungen veroffentlicht, der Name catenary wurde von Huygens Losung schliefilich
iibernommen.

McDonald’s.

Abbildung 1: Beispiel von zwei Kettenlinien, das vermutlich jeder kennt.



2 Herleitung der Formel

2.1 Hilfssatze

Fiir die Rechnungen auf den folgenden Seiten brauchen wir des Ofteren zwei Aussagen:
1. Diese Aussage sollte bekannt sein und wird nur erwihnt, um sie erneut ins Gedécht-

nis zu rufen:

cosh?(x) — sinh?(z) = 1

2. Sei f(x) = y eine Funktion, so lisst sich die Kurvenlinge L zwischen z; und xo

folgendermafien berechnen:
T2
L:/ V 1+ y?dx
1

Beweis:

Gehen wir zunéchst davon aus, dass die Funktion fiir ein kleines Stiick konstant sei,

so konnen wir die Lange ds folgendermafien darstellen:

2
ds =+/dx? + dy? = , | dx? (1 + (fﬁ) )
T
2
=ds=/1+ (dy) dx
dx

Wenn wir das zu betrachtende Stiick nun infinitesimal klein
werden lassen, so ergibt sich folgender Term:

ds = /14 y?dx

Q
/\\f
ds it
dx
P
- T
o a X x+dx b X

Summiert man nun die “Menge aller Punkte zwischen x1 und x5, so folgt die Aussage.

g-e.d.



2.2 “Urspriingliche” Version

Hierfiir gibt es zwei Moglichkeiten. Zuerst betrachten wir die

“urspriingliche“ Herleitung (, jene mit welcher das Problem zu

Zeiten von Leibniz, Huygens und Bernoulli gelst wurde). Bei dieser

Herleitung betrachtet man folgende Krifte, welche auf jeden Punkt "
des Seils wirken, jedoch nicht alle stets gleich sind: Die vertikale "
Kraft Fy (x), die horizontale Kraft Fiy(x) und die Spannkraft (engl.
Tension) T'(x), welche die “gesamtwirkende Kraft* auf unseren Punkt
darstellt (“zieht den Punkt also in tangentiale Richtung). Schnell \ .
stellt man fest, dass die horizontale Kraft in jedem Punkt gleich ist, T
da sich entgegengesetzte Krifte ausgleichen, in welche Richtung wir /
die wirkende Kraft nun betrachten spielt hierbei keine Rolle, da es

nur um die Betrége der jeweiligen Krafte geht. Wire die horizontale ,
Kraft nicht konstant, so miisste sich das Seil weiterhin bewegen .
um den Kréfteausgleich zu bewirken. (Anmerkung: die horizontal = H
wirkende Kraft wird lediglich von den Aufhingepunkten des Seils

beeinflusst) = Fy(z) = H # 0 konstant. Aber was ist nun mit den

anderen Kréften?

I =in
. =Fye
1o i

L N

Bei genauerer Betrachtung stellt man fest, dass sich Fy/(z) sich als Produkt der Linge
des Seilstiicks L vom Scheitel bis zum betrachteten Punkt (x|y) (L =: s(x)), multipli-
ziert mit der Masse je Meter Seil y und dem (Erd-)Beschleunigungsfaktor g dargestellt
werden kann. Es gilt also:

Fv(x)=u-g-8(x)=u-g-/ V1+y2de
0

jedoch koénnen wir die Krifte auch folgendermafen darstellen:

Fy(z) =T(z) - cos(©
Fy(x) =T(x) - sin(O
Fy (

Folglich ergibt sich nach Differenzierung nach x die DGL der Kettenlinie:

Sy =k 1+y? k=Y

H



Diese gilt es nun zu 16sen, hierfiir substituiere zundchst z := 3, sodass gilt:

dz
2 =k- 1+22:>/7:/kdx
V1422

= / LR
V14 22
Das Integral auf der linken Seite wird mittels erneuter Substitution geldst:
z =: sinh(u) = dz = cosh(u)du
cosh(u)du
=u-+te

\/cosh?(u) B
= sinh ' (2)+e=kr+d< 2= sinh(kx+d) —e
=y = sinh(kz +d) —e

=y = icosh(kz+d)+¢', [¢/ :=—e+ f (konstante die beim Integrieren entsteht)]

Wobei die Kettenlinie oft mit folgendem Term in “schénerer Form* dargestellt wird:

f(x) = acosh (m — x()) +C
a
Hier beschreibt zy die Verschiebung in x-Richtung und C' die Verschiebung in y-
Richtung beziiglich des urspriinglichen Scheitels, welcher die y-Koordinate a besaf.
Es bleibt aufserdem festzuhalten, dass NICHT jede acosh(bx) Funktion eine Kettenlinie
darstellt. Es muss weiterhin gelten b = 1, wobei a € R\{0}.



2.3 Lo6sungs mittels potentieller Energie

Hierfiir brauchen wir zunéchste die Formel der potentiellen Energie, welche wie folgt
lautet: E,,+ = mgh, wobei g erneut unser Beschleunigungsfaktor ist, m die Masse des
zu betrachtenden Objekts und h die Hohe beschreibt, in welcher es befindet. Fiir unsere
vorherrschende Situation jedoch, muss man diese Formel ein wenig “Umwandeln®. Hier
betrachtet man kein Objekt als ganzes, sondern setzt die potentielle Energie aus der
Summe der potentiellen Energie aller Teilchen des Seils zusammen, es folgt:

b
Epot:/ g - V1ity?-y

Nach kurzer Uberlegung stellt man fest, dass die einzelnen “Teilchen* des Seils alle
soweit fallen, wie es ihnen mdglich ist und somit potentielle Energie in kinetische
umgewandelt wird. = E,,; wird minimal!

Jedoch sind sowohl p als auch g Konstanten = f: (\/1 +y? y) dx muss extremal

(hier minimal) werden.
Hier hilft die sogenannte Fuler — Lagrange — Gleichung weiter, welche besagt:

b ! /
/a f(z,y,y")dz ist extremal < % af(“g’;/l’y ) _ 3f(xa,yy,y ) _ 0

Warum hierbei das Extremum ein Minimum sein muss, wird dem Leser als kleine
Denkaufgabe iiberlassen.
Hier ist f: f(x,y,y)dr = ff( 1+ y2 - y)dz, folglich muss also gelten:

i3

dI(V1+y”?-y) _0W1+y?y)

oy’ Jy =0

/

vy ST _0

% /1+y/2

(yy" + 9% < 1+ y/2) — y/y”,Q
e s VT =0 (VI+ )1 +y?)
Wy +y*) A+ -y -y —(L+y?)? =0

vy + v e Py —(1+ 2y 9%) =0




& gy —y? -1 =0 (1)

Nun muss man einen kleinen Trick anwenden, ndmlich die Gleichung noch einmal nach
x differenzieren:

/1,1

= vy +yy" =29y =0

PN yy/// _ y/y// -0
" 1o

& 2 (yyyzyy) ~0

I7ANK
& y? <y> =0
Y

Man kann nun aufgrund der vorherrschenden Situation den trivialen Fall y = 0 aus-
schliefsen. Somit folgt sofort:
=y = ¢y, ¢ € R, was durch das Losungssystem {eV® e~ Ve®} gelost werden kann.

y=a1(eV +e V) +ag(eV™ —e V), ay,a5 €R
Nach kurzem Uberlegen wird auRerdem klar, dass y(—x) = y(x) gelten muss, die Kurve

also achsensymmetrisch zu y-Achse ist, woraus folgt, dass as = 0 und a; # 0 gelten
muss.

= y = ajcosh(y/cz) (2)
Nun gilt es, a; zu bestimmen:
(1) = caicosh?(y/cx) — catsinh®(Vex) = 1
& ajc(cosh?(Vex) — sinh?(Vex)) = 1
1
& a; = —,=>c,a € Ry

e

Und somit ist das Problem mittels (2) gelost.Die Gleichung der Kettenlinie lautet:

y = acosh (f) , Q= —
a



Bemerkung:

Generell ist das Problem, aus zwei Aufhingepunkten ;7 und x5, der Lange des Seils L
und dem Scheitelpunkt S(0|D) eine Kettenliniengleichung zu ermitteln, nur numerisch
l6sbar, da es keinen geschlossenen Ausdruck fiir a gibt.

Hierfiir beachtet man S(0|D) = acosh (2) + C = D < C = D — a und hat folglich
gegeben:

Tr — X

ya~cosh< . >+(Da)

L= / (V1+y?)de = / cosh <x afvo) = asinh (M> — asinh (M)

1 1 a a

Ist jedoch gegeben, dass die Kettenlinie keine Verschiebung in y-Richtung besitzt, so
kann man mithilfe des Scheitelspunkts sofort die gesamte Gleichung ablesen:
Sei S(zo| &) der Scheitel, so gilt:

F(z) = € - cosh <x_§‘r°>




3 Unverkennbare Ahnlichkeit zur Parabel

Nun kennt man die exakte Gleichung der Kettenlinie. Jedoch hatte Galilei damals gar
nicht so unrecht, was die Ahnlichkeit zwischen der Kettenlinie und der Parabel angeht,
duferlich sehen sich die Kurven nun mal auf jeden Fall dhnlich.

Im folgenden Abschnitt werden inhaltliche Ahnlichkeiten vorgestellt.

3.1 Die Kettenlinie ist KEINE Parabel

Dies funktioniert dank der bereits geleisteten Vorarbeit nun denkbar einfach.
Beweis: Nehme an, es handle sich bei der Kettenlinie um eine Parabel, d.h.:

3f(z) = az® + bx + c;a,b,c €R
sodass sich mithilfe der DGL der Kettenlinie folgende Bedingung ergibt:

1+y’2—2a

2a 2a 2
<:>y— - = ? -1

:>y:a1x+c, ceR

Dies ist aber offensichtlich keine Parabelgleichung! 4

3.2 Taylorentwicklung der Kettenlinie

Obwohl es sich bei der Kettenlinie nicht um eine Parabel handelt, weist diese dennoch
eine gewisse “Verwandtschaft“ zur Parabel auf, betrachte hierfiir die Taylorentwicklung
der Kettenlinie.

Stelle zunéchst die n-te Ableitung der Kettenlinie auf:

f(x)=a-cosh (%) , f'(z) = sin (%) , () = % . cosh (g)
(2n) 1 2n x 1) 1 2n+1 ' T

= f —() .a.cosh<7>’f( )_() ~a~8mh(7),neN0
a a a

a

Es ergibt sich folgende Taylorentwicklung fiir die Kettenlinie:

%) 1 2n—1. B (%o e3¢} h (%o
Tf(x;xo) — 7;) (a) (2:;"9 ( a ) . _ 2n + Z 2n8_7_n ( a ) . (l‘ _ x0)2n+1

Betrachte nun T f(x; 0) genauer. Da cosh(0) = 1 und sinh(0) = 0 ist, ergibt sich sofort:

e 2n

Tf(x;O):Zaznji.(gW

n=0



Man sieht also schon, dass die Partialsummen der Taylorentwicklung Polynome vom
Grad 2n mit ausschliefilich graden Exponenten sind, was eine Parabelform schluss-
folgert. Um sich dies zu verdeutlichen, betrachte folgende Situation:

Sei h(z):=cosh(x), so gilt fiir die Partialsummen Sy, der
Taylorentwicklung dieser Funktion:

k

1
Se= ca?
|
— (2n)!
S =l h = ), Sy 1 s gt = ()
1= 5 x® = [(r), S2 = 3 T 24x—.gx.

Und man sieht mit Hilfe der Grafik, dass die Parabeln f

und ¢ gute Approximationen der Kettenlinie h fiir einen
kleinen Bereich um die 0 sind.

3.3 Die Kettenlinie wird zu Parabel

In den vorherigen beiden Abschnitten hat man gezeigt, dass es sich
bei der Kettenlinie nicht um eine Parabel handelt, diese jedoch mit-
tels einer Parabel approximiert werden kann. Dennoch ist es méglich,
ein hingendes Seil bzw. eine hingende Kette so zu beeinflussen, dass
sie Parabelform annimmt. Ein Beispiel dafiir sieht man hier: die Gol-
den Gate Bridge. Die hier abgebildeten Seile bilden namlich keine,
wie man anfangs vielleicht vermuten mag, Kettenlinien, sondern Pa-
rabeln, also Vorsicht!

Man betrachte nun also Seile unter konstanter Linienlast, d.h. das Eigengewicht
des Seils kann vernachléssigt werden (bei hinreichend schweren Konstruktionen).
Sei ¢ die Masse der Briicke pro Meter, so folgt:

Viz)=q g
éy'z%m
éy:%-ﬁ—i—c, ceR

10



3.4 Parabel Brennpunkt = Kettenlinie?

Es wurde herausgefunden, dass ein weiterer Zusammenhang zwischen der Kettenlinie
und der Parabel besteht: Wenn man die Parabel iiber die x-Achse rollen l4sst und dabei
den Brennpunkt verfolgt, so entsteht eine Kettenlinie. Um den Beweis etwas einfacher
zu halten, wird hier lediglich eine Normalparabel betrachtet, der Beweis funktioniert
zwar fiir jede Parabel, dies wiirde ihn jedoch etwas komplizierter gestalten.

Fiir die Konstruktion nehme man sich zuerst einen beliebigen Punkt P auf der Para-
bel, durch welchen man die Parabel iiber die x-Achse rollen lassen.

Dies klingt zugegebenermafien erst einmal etwas schwierig, ist jedoch einfacher als es
scheint.

Zu Beginn stellt man sich die Frage, inwiefern man die Parabel mithilfe eines Punktes
P iiber die x-Achse rollen lassen kann. Nun ja, man verdeutliche sich dies erst einmal
durch folgende Skizze:

ot
v

F(0,1/4)

Abbildung 2: Bild1:Parabel in der Ausgangposition, Bild2: die Abgerollte Parabel

Wie man sieht, beeinflusst der Punkt P also gerade jene Strecke, welche die Parabel
auf der x-Achse zuriick gelegt hat(jene, welche man auf der Parabel vom Ursprung
zum Punkt P zuriicklegt).

Es geht nun darum, eine Gleichung zu finden, welche die Koordinaten des Punktes F’
beschreibt, wihrend die Parabel auf der x-Achse “entlang rollt”. Hierbei macht man sich
zu Beginn vor allem die Steigung der Gerade d und der Tangente im Punkt P zu Nutze.

t

t2

1
FP= ( 2 i 1 ) , tan(01) = 2t, tan(fz) = :

4

11



= tan(w) =tan(0; — 62)

tan(6y) — tan(fs)
@ =
1+ tan(01)tan(62)
2t — —+4
= = 21
14 (Qi f4)
2+ 5 1
= . 1
t2(e2+ 1)
o 1
2t
Mit Hilfe von tan(a) = % und des Satzes von Py- it
thagoras folgt nun sofort: X
— t ; — 1
= cos(a) = JiT und sin(a) = o/ T a
Des Weiteren ist mittels Abbildung 2 offensichtlich:
x(t) = s(t) — deos(a) (3)
y(t) = dsin(a) 4)

(
2 2

— 1 2 1 1 1

= g 2 2 _ g 4 —_ _— = 2 —_ = 2 —
d=|FP| \/t+<t 4) T \/(t+4) £+

t t
s(t):/ \/1+y’2dx:/ vV 1+ 4x2dx
0 0

Dieses Integral 16st man mittels geschickter Substitution z = t“\%u) = dr = mdu.
Es folgt:

1 1
s(t) = [Z( 4a? + 1z + Zln(?x + V4x? + 1)}
= [zy/2? + 1 + lsinh_l(Qx)]t
44 0
1 1
=4 /t24+ = + Zsinh ™1 (2
t t+4+4smh (2t)

Nun kommen (3) und (4) wieder ins Spiel:

(3) = z(t) = ty z;+ -+ 1sz‘nifl(%) —(* + 1) L= }smh*(zt)
4 4 t2+l 4

4

1 1 1 1

4 =yt) = (P +>) ———= = 12 =

G v =+ o AP+

12



Stelle nun x(t) nach t um:

x(t) = isinhil(%)

sinh(4x)

=t
2

Alternativ, ohne Kenntnis der Formel von sinh™!:

1
x(t) = Zm(%/%u Va2 +1)
el =24+ VA2 +1

1 1
S =
et 2+ VA2 1
e 1 % —VAZ 12— VAZ 1

= 42— (42 +1)

T U VAR +1 2 VAE 41

4

= (2t — V2 + 1) (6)

(5)-© _ (sinf;(4x) ) et - e

y(z) = ;\/(‘””};(4@)2 + i _ ;\/(cosh2(4x

= y(z) = i - cosh(4x)

Es ist nun also gezeigt, dass der Brennpunkt der Nor-
malparabel den Graphen einer Kettenlinie “entlanglauft®,
wenn man die Parabel auf der x-Achse abrollt (Rechts noch
einmal die Entstehung der Kettenlinie mittels Brennpunkt
der Parabel).

13




4 Schlusswort

4.1 3 Berechnungen - 1 Ergebnis

Eine weitere tolle Eigenschaft der “Normalkettenlinie* zeigt sich bei der Berechnung
der Lange der Kurve und dem Integral vom Nullpunkt bis zum Punkt x, sowie der
Punktsteigung der Kettenlinie:

Sei f(x) = cosh(x)

1. f(z) = (cosh(x)) = sinh(x)
2. F(x) = [ cosh(z)dx = sinh(x)

3. s(z) = [ /1 + sinh?(z)dx = [ \/cosh?(z)dx = sinh(z)

Wie man also sehen kann, ist die Punktsteigung gleich dem Flécheninhalt der Kurve
und der Linge des Kurvenstiicks.

4.2 Rotation um die x-Achse

Die Kettenlinie besitzt aufserdem die faszinierende Eigenschaft. Bei der Rotation um
die x-Achse erzeugt sie eine sogenannte Minimalfliche, das Katenoid. Eine Minimal-
flache ist eine Flache im Raum, die lokal minimalen Flidcheninhalt hat, d.h. es gibt keine
Fldche, welche “glatt“ (differenzierbar) ist, von jenen Kreisringen mit dem selbem Ab-
stand wie in der betrachteten Situation eingespannt wird und kleineren Flicheninhalt
besitzt.

Anschaulich 1dsst sich dies durch einen Seifenblasenfilm verdeutlichen. Dieser wiirde
jene Form annehmen, wenn man ihn iiber die beiden Randkurven “spannen® wiirde.
Katenoide sind die einzigen Minimalflichen, die zugleich auch Rotationsflichen sind
und geniigen mit einem positivem Parameter a folgender Gleichung:

V12 +y2 = acosh (i)
a

und sehen folgendermafsen aus:

a<l a>1

Abbildung 3: Katenoide mit verschiedenen Parametern a

14



4.3 Fazit

Wie man also sieht, verbindet die Parabel und die Kettenlinie viel mehr, als man zu
Beginn vielleicht vermutet hétte, jedoch ist festzuhalten, dass es sich nicht um die-
selbe Kurve handelt. jetzt wird noch auf ein paar Dinge eingegangen, welche es nicht
mehr in den Vortrag geschafft haben, deshalb werde ich sie auch nur grob anreiffen
und nicht beweisen.

Ein weiter wesentlicher Unterschied zwischen der Kettenlinie und der Parabel ist je-
ner, dass die Kettenlinie, ohne verschoben zu werden, niemals die x-Achse schneiden
kann, die Parabel jedoch schon. Aufierdem ist bei der Kettenlinie das Wachstum der
Funktionswerte zum oo hin viel grofer als bei der Parabel.

Wie beeinflussen die Aufhidngepunkte die Gleichung der Kettenlinie, welches ein Seil
bestimmter Linge annimmt? Je weiter auseinander die Aufhingepunkte liegen, desto
grofer wird der Parameter a. Des Weiteren bemerkt man auch, dass fiir die endgiiltige
Form der Kettenlinie nur die Aufhingepunkte sowie des Linge des Seils relevant ist,
das Gewicht der Kette selbst spielt jedoch keine Rolle. D.h. nehmen wir schwereres
Material und hingen es auf, so ergibt sich dieselbe Form, wichtig ist nur, dass das
Objekt einzig und allein von der Schwerkraft beeinflusst wird, wie stark diese jedoch
ist, spielt auch keine Rolle.

= Auf dem Mond oder unter Wasser (bei nicht schwimmenden Objekten) ergibt sich
dieselbe Form. Was ist nun, wenn das Material normalerweise schwimmt und unter
Wasser aufgehéngt wird? Es ergibt sich eine an der x-Achse gespiegelte Kettenlinie,
vorausgesetzt die Aufhdngepunkte sind tief genug gesetzt.

Selbst heute besitzt die Kettenlinie noch eine grofe Bedeutung in der Architektur. Wir
erinnern uns erneut an die zweite vorgestellte Herleitung. Hier ist eingeflossen, dass
die potentielle Energie minimal sein muss, somit besitzt ein Bogen in Kettenlinienge-
stalt minimale potentielle Energie und kann hohere Lasten tragen, als anders geformte
Lastentriiger, da dieser sich selbst am wenigsten belastet.

Zum Schluss noch ein weiteres Beispiel einer Kettenlinie aus der Natur:

Abbildung 4: Durch Tautropfen betont, bilden Spinnenfiden Kettenlinien

15
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